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前言

磷脂双亲分子在水或是油溶液中容易自发的形成闭合磷

脂膜泡，随着周围环境的不同从而呈现出多种多样的形状[1]。目
前在实验过程中发现的很多形状如：球形，胃形，海星形，梨形，

双凹圆盘形等等。生物膜泡曲面弹性理论的发展主要依据生物
膜的流体镶嵌模型以及它的液晶态的特点，从而一步一步发展

起来。首先 Canham[2]提出生物膜的曲率弹性这个概念，随后

Helfrich[3]提出自发曲率（SC）模型。然而考虑到生物膜是一个双
层的膜结构，人们又提出了双层耦合（BC）模型[4,5]和面积差弹

性（ADE）模型[6]。最近几年来的实验表明，存在一种由于光镊的
作用施加拉力在膜泡上某点处形成的细管结构，在光镊的作用

下施加不同的拉力会产生各种各样的管状膜泡[7]。我们首先是
从极小悬链曲面[8]（catenoid）的角度出发来研究这类膜泡的结
构，假设一个肥皂泡连接在两个相互平行的圆环上，然后双手

慢慢的拉两个圆环，直到肥皂泡被扯断，这一过程的参数的变

化。然后以悬链面相关参数为依据，利用 Mathematica软件模
拟技术，结合闭合膜泡的相关理论分析各个参数的变化，从而

得出长短、粗细不同的管状膜泡。

1 Z轴对称的管状膜泡的形状方程

我们知道对于处于任何平衡状态的物理学系统，它们的能

量必然是在最小值处，换言之某系统平衡状态的时候能量必然

小于该系统在微小变化状态下的能量。所以在自发曲率模型中
处于平衡状态的管状生物膜泡的自由能量可以表达[9-11]：

（1）
式中 Fc表示曲率弹性能量；P是膜内、外的压强差；σ认为

是作用在膜上的拉伸应变或者是膜的表面张力。从数学角度，
我们可以将 P和 σ看作是考虑了体积以及面积约束后的拉格
朗日乘子；kc是膜的弯曲刚度；C1，C2是膜表面的两个主曲率，

H＝ 12 (C1+C2)是膜表面的平均曲率；f为膜表面某一点处沿 Z轴

方向对其施加的拉力；L为膜泡被拉长的长度。
我们现在只考虑对于具有轴对称性的曲面，现在对曲面弧

长 S进行参量化，某一点曲面的切线与水平面之间交角 ψ，所
以我们可以通过 ψ(S)来定义 R(S)和 Z(S)
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图 1 管状膜泡的参量化
Fig. 1 Parameterization of the axial symmetric tube vesicle

图 2 极小悬链面的图形
Fig. 2 The shapes of Catenoid

（2）
对式（1）进行计算，于是普适形状方程式成为[12-15]：

（3）

其中 , σ軍=σkc
,p軈= p

kc

式（3）是一个三阶非线性微分方程，对其进行积分将会得
到[14,15]：

（4）

令 f = f
2πkc

2 极小悬链曲面

为了探讨管状膜泡的形成机制，极小悬链曲面和管状膜泡

有密切的联系，所以我们有必要先对极小悬链曲面进行讨论。
极小悬链曲面是一旋转曲面，是由悬链线绕 Z轴旋转而成

的。悬链线的方程为[8]：

r=bcosh( z-cb ) （5）

由 dr
dz =0，得 r的最小值为 b，故 b的几何意义是最小半径

值；c是一常量，对应沿着 z轴的平移。由于该曲面对 z轴的平
移不变性，c的取值不影响曲面的形状。确定了该曲线，绕对称
轴 z轴旋转，即可得到悬链面。
根据力的平衡条件，可得到拉力 F的表达式为[8]：

F
2π

= r

1+ dr
2

dz姨
（6）

由于 r=b时，drdz =0，故 b=F/2π。

悬链面是空间的旋转曲面，它具有轴对称性，悬链面形状

方程(5)中 r是 z的函数，z是自变量。如果将 r看成自变量，则
由方程(5)可解出 z(r)：

z=c+b ln(

2r
b ±

4r
2

b
2 -4姨

2 ) (7)

式中的参量 b决定了极小曲面的类型，它是极小曲面的最
小的半径。c是 z坐标的平移量。

ψ=π-arctan( dzdr ) （8）

式(8)描述的悬链曲面的角度 ψ的规定。
在这个曲面中有两个主曲率 c1和 c2来表达：

c1 =
dψ
ds （9）

c2 =
sinψ
r （10）

因为是极小悬链曲面，所以式(7)中的平均曲率 H= 12 (c1+c2 )

=0。
我们用 Mathematica计算模拟出极小悬链面的图形（见图

2）。

3 管状膜泡的一些数值计算

在膜泡上任意取出一点，设该点到对称轴 Z的距离 R为
横坐标，以对称轴 Z为纵坐标，建立直角坐标系。s表示从起始
点到任取的这一点的弧长，ψ表示该点在膜泡的切线方向与水
平面的夹角，如图(1)所示，所以管状膜泡的平均曲率可写为[11]：

H= 12 (ψ觶+ sinψ
r ) （11）

由式（3）得到的是一个三阶的微分方程，一般很难求解。为
了计算方便，我们将其转化成 Euler-Lagrange方程组方程组[16]

如式(12)所示：

（12）
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序列号 U0 V0 σ f r{s2} z{s2}

① -0.05 -0.0099874921777 2 0.189775 0.0247761 -0.135323

② -0.05 -0.0998749217772 2 0.1 0.05 -0.184413

③ -0.055 -0.1298373983103 4 0.195056 0.0611358 -0.206459

④ -0.114999 -0.0968786741239 2.07 0.305249 0.0793435 -0.293562

其初值条件是：

（13）

我们从初值 ψ(0)=π-arcsin(-U0R0)开始积分，这是为了确保
在初始点的平均曲率等于零。然后积分将终止于距离 Z轴最小
处的弧长 S1，然后我们增加一些使细管拉长的条件，使弧长增

加到 s2。U0代表初始位置图形的曲率，可以在计算机模拟上做

细微的调整。V0的初始值可以做稍小的调整，还有 σ也可以做
调整以达到我们所期望的膜泡的形状。值得注意的是：我们选
择在极小悬链面附近来调整这些参数。
我们从式（4）中可以分析出对于管状膜泡施加的拉力的大

小表示为：

f = -V0R0 cos ψ0- 12 U0
2R0sin ψ0-U0cos ψ0

2+ cos ψ0
2+1

2R0
sin ψ0

+ σR0sin ψ0+ 12 PR0
2 (14)

从式（14）中我们可以发现 f在 P=0的情况下与 σ和 V0有

着密切的关联。计算机模拟管状膜泡的图形将出现在[0,1]区域
内，当 R0=1，得到了 f，V0，σ取不同数值时的几种管状膜泡形状
图(见下图)：

4 结论与展望

由于生物膜泡的形状是各式各样的，我们在探讨还只是在

极小曲面附近的管状膜泡的形状。研究的这类管状膜泡只是在
施加力 f比较小情况下一些长度较短的管状膜泡。在极小悬链
曲面相关参数的附近数值计算管状膜泡，我们发现：当 σ和 U0

不变的情况下时，U0的绝对值越大，得到的管状膜泡越长，同

时最小处的半径随着细管长度的增长而增大。当其他参数不
变，V0的绝对值越小，得到的管状膜泡最小处的半径越小。拉
力 f越大，膜泡的长度就被拉的越长，但是同时管状膜泡的最
小半径就越大。除此之外，管状膜泡的形状与表面张力也有密
切关系，所以我们还要对此类的膜泡的形状进行深入探讨。
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图 3 f不同时管状膜泡的图形
Fig. 3 The shapes of tube vesicle with different f

表 1 F不同时所对应其他各参量的值

Table 1 The other parameters with different f
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