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图 1 Bar-Ziv等观察得到的胃形膜泡[4]

Fig.1 Some stomatocyte vesicles were observed by Bar-Ziv
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摘要 目的：研究 ADE模型下小约化体积膜泡的形状。方法：应用数值计算方法中的打靶法，运用Mathematica 7.0软件进行编程。
结果：在 ADE模型下，计算得到了一系列小约化体积的膜泡的形状，解决了已往小约化体积区域内不存在稳定膜泡的问题。结
论：研究表明，在 ADE模型下通过适当的边界条件把黏附双层区域的接触势能考虑进去，数值计算结果与实验上的非常相似。
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前言

生物膜的研究现在已成为生物物理学的热点课题[1,2]。尤其
是关于膜泡形状的研究是目前国内外的一大热点问题。虽然膜
泡的形状问题的研究已经取得了很大的进展，但是过去的研究

表明，在小的约化体积的情况下，扁椭球形（oblate）和胃形膜泡
（stomatocyte）将自交[3]，因而在相图上该区域不存在稳定的扁

椭球形和胃形膜泡。在实验上近来人们观察到在小约化体积
下也存在稳定的扁椭球形和胃形膜泡（见图 1），只不过在膜泡
的中央区域膜泡并没有自交，而是黏附在一起。因而我们面临
的问题是，已往的W.Helfrich弹性理论在该情况下是否适用，
如何扩展以解释新的实验事实?

1 理论模型

1.1 面积差弹性模型
目前，与实际情况最接近的物理模型为面积差弹性模型

（Area-Difference-Elasticity Model）[5]。该模型的特点在于其认为
膜泡双层之间的面积差△A不必保持为恒量，而可以偏离某一

初始值△A0，该偏离将贡献一弹性能：
1
2 kr

π
Ah

2 (△A-△A0 )
2
。

则膜泡的总能量为局部弹性能Wb与非局部弹性能Wr的

总和：

Wel=Wb+Wr

= kc

2 乙(C1+C2 -C0 )
2
dA+ kr

2Ah
2 (△A-△A0 )

2

其中 kr为非局部弯曲弹性模量，A是膜的面积，h是双层
膜间的厚度。根据能量最低原理，处于平衡状态的生物膜泡的
形状能量必然处于最小值，所以能量泛函的一阶变分为零。我
国物理学家欧阳钟灿等导出了膜泡的普适方程[6]，并给出了双

凹盘形解[6,12]、球形解等解析解。
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1.2 ADE模型中膜泡的参量化以及欧拉方程组

对于旋转对称性膜泡可以用轮廓线的弧长 S为自变量得
到欧拉 -拉格朗日方程组。为此建立如图 2所示的坐标系，Z轴
表示旋转对称轴，水平轴 R轴与 Z轴垂直。角度 ψ表示曲面轮
廓线上的一点的切线与 R轴正向的夹角，S表示沿旋转曲面轮
廓线的弧长。曲面上有三点我们需要说明，A点代表起始点，位
于膜泡的北极点；B、C点代表两层的双层的边缘的点，但是它
们的弧长不同。AB区域膜泡是黏附的（接触）。
加上体积约束与面积约束时，膜泡能量的泛函为：

G=Wb+Wr -P 矣dv+ 矣dA

=kc
2
矣（C1+C1 -C0）

2
+ kr
2Ah

2 (△-A-△A0)
2
-△P 矣dV+λ 矣dA

考虑到曲面的主曲率为 C1=ψ觶和 C2 =
sinψ
r 以及面积元

dA=2πrds体积元 dV=πr2sinψds。
为了方便数值计算，将能量泛函表示成无量纲的形式[7]：

g=wb+wr-M (v-v0)+L (a-1) 这里拉格朗日未定数乘子为 M=

R
3

0△P
6kc 、L= λR

2

0

2kc 。（这里约化体积为 v= 3V
4πR

3

0

和约化面积为

α＝A/4πR
2

0 =1是固定的）。

本文把膜泡考虑为由两部分组成来计算，第一部分是黏附

（接触）部分，第二部分是通常所说的自由部分。对能量泛函做

变分：δg=δ
B

A乙l1 ds+δ
C

B乙l2 ds，这里把对两部分（i=1或 2）的拉格

朗日函数写为：

l1 =
(3-i)
8 ( sinψr +ψ觶 -C0 )

2
+(i-1)N sinψ+rψ觶

4 -(i-1)M 3r
2
sinψ
4 +

(3-i)L r
2 +Γ(r觶 -cosψ)+Fi(z觶+sinψ)

运用标准的变分法得到确定膜泡轮廓的两个欧拉 -拉格
朗日微分方程组[11]（即膜泡总的形状方程）：

ψ觶=U

U觶 =-Ur cosψ+ cosψsinψ
r
2 + 2Γsinψ

r + 2F1 cosψ
r
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（i=1是膜泡黏附

部分形状方程）
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（i=2是

膜泡自由部分形状方程）

总的边界条件写为：

ΨA=0,rA=0

ΨB+=ΨB- ,UB+=UB-

rB=rC ,zB=zC
ΨC=ΨB+π,UB- =UB+=-UC- ,ΓB- =ΓB+ -ΓC-
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1.3 方法
打靶法是求解常微分方程的边值问题常用的一种数值解

法[8,10,11]。用该方法解上述欧拉方程组的边值问题，可以得到可
能稳定的膜泡形状的解，至于稳定性问题还得通过膜泡能量的

二阶变分来判断。

2 结果

下面我们将分别列出数值计算得到膜泡的形状和相对应

的参数[11]：

2.1 自发曲率 C0=0、参数 F1=F2=0时仅仅由膜泡自由部分形状
方程得到的结果

2.2 自发曲率 C0=0、参数 F1=F2=0时由膜泡两部分形状方程得
到的结果

图 2 小约化体积膜泡形状的参量化
Fig.2 Parametrization of small reduced volume vesicle shape

图 3 约化体积的一些形状
Fig.3 Some vesicle shapes for reduced volume

图 4 约化体积由两个方程组得到的一些形状

Fig.4 Some vesicle shapes for reduced volume by the two equations
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图 5 约化体积的两个方程组得到的一些形状
Fig.5 Some vesicle shapes for reduced volume by the two equations

3 结论

本文考虑到膜泡中央部分黏附在一起的情况，将膜泡看成

由两部分组成来数值求解，也就是说分别计算膜泡黏附（接触）

部分和自由部分，然后通过一定的数学约束条件来衔接组成膜

泡的整体形状。从而解决了以前研究认为在小约化体积区域内
膜泡出现自交的情况问题[3]，即就是说我们研究发现在相图中

这一区域依然是存在稳定的膜泡的，只不过是膜泡的中央区域

是黏附(接触)在一起的。我们继 J. Majhenc[7]等人的研究基础上
找到了其他约化体积情况下的一些膜泡。研究发现数值计算的
结果与 J. Majhenc等人在实验上和理论上得到的结果非常吻
合[7]。进一步表明了这样的处理方法是可靠的，关于小约化体积
膜泡形状问题的相图尚需做进一步的探讨。
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表 1 约化体积一些形状的参数
Tab.1 Paramaters of some vesicle shapes for reduced volume

序号 U0 M L N S

（1） -1.69984642 0.31733692 0.10474200 0.45321183 4.3841

（2） -1.75785524 -0.28765818 -0.09845793 -0.30833301 4.3207

表 2 F1=0和 U0=0.000001约化体积 v=0.325的一些形状的参数
Tab.2 Paramaters of some vesicle shapes for reduced volume 0.325 by the two equations when F1=0 and U0=0.000001

序号 M L N F2 Sbn Scn

(1) -6.09411955 -5.16094945 4.21302241 -1.85219865 0.299916 2.59117

(2) -4.50434279 7.91743409 -19.01829525 -0.04664214 0.00088411 2.79519

表 3 约化体积 v=0.35的两个方程组得到的一些形状的参数
Tab.3 Paramaters of some vesicle shapes for reduced volume v=0.35 by the two equations

序号 U0 M L

(1) 0.03647278 -4.90412962 -2.06018381

(2) 1.59766235 -1.42634273 -0.51755865

(3) 1.58575996 -2.51057270 -0.93166901

(4) 1.48899182 -0.43158329 -0.16008844

(5) 1.59927039 -2.36785835 -0.87395600

N F2 Sbn Scn

-0.98439579 -0.870815 0.186017 2.69988

-1.02332362 -0.231404 0.201191 3.77752

-1.16451412 -0.493633 0.256997 3.29638

-0.43607697 -0.0185614 0.00007396 4.26795

-1.15961031 -0.46057 0.256784 3.34881
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